Variationsrechnung Wintersemester 2011, Serie 11 Prof. Dr. E. Kuwert 20. Januar 2012

Aufgabe (Legendre-Hadamard Bedingung) (8 Punkte) Sei Ω ⊂ R^n beschränktes Gebiet. Wir betrachten das Funktional

F(u) = ∫ Ω f ( x, u(x), Du(x) ) dx mit f = f(x, z, p) ∈ C^2(Ω × R^m × R^{m×n}).

Sei u ∈ C^1(Ω, R^m) ein kritischer Punkt, genauer d dt F(u + tϕ)|_{t=0} = 0 für alle ϕ ∈ C^1_c (Ω, R^m).

Die Funktion u heißt stabiler kritischer Punkt, falls zusätzlich d^2 dt^2

F(u + tϕ)|_{t=0} ≥ 0 für alle ϕ ∈ C^1_c (Ω, R^m).

Zeigen Sie, dass ein stabiler kritischer Punkt die notwendige Bedingung von Legendre-Hadamard erfüllt: für alle x ∈ Ω, ξ ∈ R^n, η ∈ R^m gilt

(D^2_pf)(x, u, Du)(ξ ⊗ η, ξ ⊗ η) =

∂^2f ∂p^i_αp^j_β

(x, u, Du)ξ_αξ_βη^iη^j ≥ 0.

Anleitung. Gehen Sie wie folgt vor:

(1) Wählen Sie ϕ(x) = ϱφ(^{x−x0}_ϱ ) für φ ∈ C^1_c (B_1(0), R^m), und folgern Sie mit ϱ ↘ 0

A^{αβ}_{ij} (x_0) ∫ B_1(0)

∂_αφ^i∂_β φ^j ≥ 0 wobei A^{αβ}_{ij} =

∂^2f ∂p^i_αp^j_β

(·, u, Du).

(2) Wählen Sie weiter φ(x) = ζ(x)η mit η ∈ R^m und ζ ∈ C^1_c (B_1(0)). Dies ergibt A^{αβ}_{ij} (x_0)η^iη^j ∫ B_1(0)

∂_αζ∂_βζ ≥ 0.

(3) Jetzt wählen Sie ζ(x) = γ(x) g(t⟨ξ, x⟩) mit γ ∈ C^1_c (B_1(0)), und g(t) = cos t sowie g(t) = sin t. Mit t ↗ ∞ folgt die Behauptung.

Bitte schreiben Sie Ihre(n) Namen sowie die Nummer Ihrer Übungsgruppe auf jedes Lösungsblatt. Abgabe ist am Montag, 30. Januar vor der Vorlesung.